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ésumé — Lors d’une comparaison entre un essai mécanique et sa simulation numérique, il es
Résumé Lors d’ t t lat 1 est
primordial d’assurer que cette derniere soit représentative du premier. Pour y parvenir, on peut imposer
a la simulation une condition au bord issue d’une mesure. Néanmoins, cette solution conduit a imposer
o o Ui u Ui N . umériau e ‘ Ui

de maniere incontrdlée le bruit de mesure conduisant a des contraintes numériques artificielles. Ce bruit
peut &tre filtré et cette contribution illustre I’impact du bruit et analyse différentes méthodes de filtrage
pour une application aux essais de traction sur matériaux a comportement ductile.
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Mots clés comparaison essai-calcul, corrélation d’images, conditions au bord, bruit de mesure
matériaux ductiles.

1 Introduction

Le pilotage en déplacement contr6lé est une technique utilisée lors d’un essai de traction a rupture
lorsque le comportement matériau manifeste un caractere adoucissant. Pour la simulation numérique
de I’essai, le modele prend généralement en compte 1’éprouvette seule afin de limiter les cofits de
calcul. De plus, on ne dispose généralement pas de données sur la machine de traction ou de données
suffisamment précises sur I’assemblage avec 1’éprouvette. Imposer alors au modele numérique la donnée
(déplacement uniforme des mors) fournie & la machine de traction ne constituerait qu’une approximation
qui peut, de plus, étre grossiere. C’est pourquoi il est préférable d’imposer a la simulation des conditions
au bord issues d’une mesure sur I’éprouvette elle-méme. On dispose de plusieurs instruments pour la
mesure d’un déplacement tels que les extensometres, les systemes de caméras digitales [1] ou encore les
tomographes [2]. De nos jours, 1’utilisation des systemes de stéréo-vision est de plus en plus répandue.
Elle permet d’obtenir des champs cinématiques sur toute la surface observée. Dans ce cas, pour mener un
calcul 3D, on fait le plus souvent une hypothese de constance dans 1’épaisseur [1]. Toutefois, les champs
mesurés contiennent une composante de bruit qui, appliquée sans filtrage, conduit a des contraintes
numériques artificielles.

Ce travail illustre le probleme sur un cas analytique et sur un cas numérique. Différentes solutions
pour le filtrage du bruit sont discutées.

2 Illustration de ’impact du bruit

2.1 Cas analytique élastique : probleme anti-plan

FIGURE 1 — Section du barreau du probleme d’élasticité anti-plan.



Le probleme peut étre illustré sur un barreau homogene a section rectangulaire (L x H) de longueur
infinie comme représenté figure 1. Sur ce barreau un déplacement u, - = uj,' sin(“7x), normal au plan de
section, est imposé sur le bord supérieur I" et un déplacement nul est imposé sur la partie restante de la

frontiere. Pour le probléme anti-plan, on peut écrire :

uy =0, uy=0, u;=u(x,y) ey

La composante u, étant la seule non nulle, elle sera simplement notée u afin de simplifier la notation. Les
conditions de compatibilité dans le cadre des petites déformations donnent alors les relations suivantes
(toutes les autres composantes étant nulles) :
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En considérant un comportement €lastique, les contraintes Gy, et Gy, (toutes les autres composantes €tant
nulles) peuvent s’exprimer directement en fonction de ces déformations et de la constante de Lamé
u= ﬁ, avec E et v le module élastique et le rapport de Poisson respectivement :

Oy, = 2UEy; Oy, = 2UEy; 3)

En considérant les efforts volumiques nuls, 1I’équation de 1’équilibre pour ce probleme s’écrit :
Au(x,y) =0 4)
La solution de ce probléme est :

o Sinh(Fy)  qn

n M Sln( 7x) (5)

u(x,y):u L

Les dérivées de la solution qui correspondent, au coefficient d’élasticité pres, aux contraintes de
cisaillement dans la section sont alors :

ou nTn sinh(7y) n ou T cosh(7y) N

a(xa)’) = Uy, TMCOS(TX) et iy(x’y) = U, fwsm(fﬁf) (6)

Leffet du bruit sur les contraintes de cisaillement est d’autant plus marqué pour les modes élevés car
la fréquence n du signal est au numérateur. En effet, I’altération de la contrainte vis-a-vis d’un bruit
sinusoidal de fréquence p et d’amplitude b qui vient s’ajouter a un déplacement imposé régulier est
de l'ordre de ,up—Ln|b\. Cela montre que I’on ne peut pas contrOler 1’altération provoquée par le bruit
en controlant seulement son amplitude. Ceci est illustré en figure 2. Notons que la dépendance en
sinus hyperbolique vis-a-vis de y concentre 1’effet du bruit au voisinage de y = H, conformément a
la littérature [2].

L’impact d’un bruit de mesure sur la réponse en contrainte est critique pour le dimensionnement des
structures. En effet, les critéres de rupture s’appuient essentiellement sur le niveau de contrainte ou de
plasticité cumulée. Il est donc primordial de limiter les effets du bruit.

2.2 Cas numérique en plasticité

Afin d’évaluer par la suite les bénéfices d’un filtrage et de comparer les performances de différentes
techniques, considérons un cas numérique représentatif d’un essai de traction sur plaque trouée dont
la géométrie est présenté figure 3. On impose un encastrement au bord inférieur de la piece et un
déplacement vertical au bord supérieur.

De la mé&me facon que précédemment, on compare deux simulations numériques 3D de ’essai de
traction pour deux conditions aux bord ayant la méme valeur moyenne dont 1’une est altérée par un bruit
gaussien 2 moyenne nulle et d’écart type Y= 103 mm.

Pour quantifier I’impact du bruit sur un résultat C de la simulation (déplacement, contrainte ou
plasticité cumulée - cf. figure 3) par rapport a un calcul de référence, ou la mesure non bruitée ug a
été appliquée comme condition de Dirichlet, on définit ici un coefficient d’altération dc.
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FIGURE 2 — Comparaison des solutions en déplacement et en contrainte sur le bord supérieur (y = H)
vis-a-vis d’un bruit sinusoidal ajouté avec p = 30 et b = 0.01 4! pour un barreau avec H/L = 1.0. Bien
que ce bruit ait relativement peu d’impact sur le déplacement, I’écart entre les contraintes associées a la
solution de référence (en rouge) et a la solution bruitée (en bleu) est clairement plus marqué.
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FIGURE 3 — Champ de plasticité cumulée. On note les valeurs non nulles pres des bords.

C(up) — Cuo)
C(uo)
L’évolution de ce coefficient sur le bord supérieur est donné figure 4 pour le déplacement u, et la

composante Gy du champ de contrainte. Comme prévu, on observe un impact modéré (0.5%) sur le

déplacement. En revanche, le coefficient d’altération dépasse les 500% pour la contrainte en régime
élastique et les 80% en régime plastique, ce qui est considérable.
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3 Comparaison de méthodes de filtrage du bruit

L’altération provoquée par I'application d’une condition au bord bruitée peut étre réduite par
I’application a la condition bruitée d’un filtre passe-bas. Dans cette catégorie de filtres, deux types
d’approche sont envisageables. La premiére consiste a reconstruire une condition lissée a partir de la
mesure bruitée. La seconde consiste a régulariser le probleme d’un point de vue mécanique.

3.1 Reconstruction de la donnée

Une premiere technique de lissage consiste a approcher la condition au bord par un polyndme d’ordre
m € N. Pour des ordres 0, 1 et 2, le coefficient d’altération J,, est présenté figure 5. On remarque sa
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FIGURE 4 — Coefficient d’altération 6 pour les champs u, (en bleu) et 62, (en rouge).

valeur fortement réduite par rapport au coefficient associé a la solution du probléeme avec condition
au bord non filtrée figure 4, de deux ordres de grandeur dans le régime élastique et de trois ordres de
grandeur dans le régime plastique. Cette solution a été également employée dans [2] pour parvenir a une
conclusion analogue a partir de mesures obtenues par corrélation globale volumique. Cependant, cette
solution nécessite un a priori sur la mesure pour rester sur des ordres bas du polynéme. Une solution
possible a cette limite pourrait étre la reconstruction par moindres carrés mobiles [3].
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FIGURE 5 — Coefficient d’altération & pour différents ordres du polyndme lissant.

3.2 Régularisation mécanique

L approche la plus simple serait 1’application des conditions au bord bruitées via une couche
d’éléments pour laquelle le comportement est supposé purement élastique. Le principal intérét de cette
solution est d’éviter la concentration artificielle de plasticité cumulée pres des bords. Cependant, il n’est
pas toujours possible de faire I’hypotheése que la zone de 1’éprouvette ou le déplacement est prescrit reste
dans le domaine élastique (voir figure 3).

Une deuxieme solution plus robuste consiste & imposer la donnée bruitée via une condition au bord
de Robin, décrite par I’expression suivante, qui correspond a une liaison élastique :

(s, — 1) €))

[RG-n=
ROA= o

N



ou [g est une constante choisie par 1’utilisateur et Sr ’aire du bord ou les conditions bruitées sont
imposées. Tout se passe comme si les déplacements étaient appliqués via un ressort de rigidité i au
niveau de la surface I'.

Cependant, la condition au bord de Robin est une bonne approximation d’une condition de Dirichlet
seulement pour des petites valeurs du facteur /z. En effet, la différence entre la solution Dirichlet et
la solution Robin pour [z = 5-10~7 mm/N est de 1’ordre de 10% sur le déplacement dans le régime
élastique. Il faut donc trouver un compromis au niveau du choix du coefficient : /r doit étre le plus petit
possible pour limiter I’altération, mais suffisamment grand pour régulariser le probleme. En effet, c’est
ici I qui prend le role de parametre de régularisation ou de compromis.

On propose alors d’utiliser I’information sur le bruit lui-méme pour réaliser ce compromis au travers
d’une condition du type Discrepancy Criterion de Morozov [5]. L’idée est de ne pas demander a la
solution une précision supérieure a celle des mesures : autrement dit, 1’altération de la solution est
acceptable dans la limite de I’incertitude de mesure dénotée ¥ = ||u;, — ||, avec u;, le champ bruité
et u le champ "vrai". On cherche donc le facteur Iz qui vérifie I’équation suivante :

||ty = g | | =¥ )

avec uy, solution du probleme avec condition au bord de Robin dont la formulation variationnelle est :

a(uy,,v) + YE(ZJR —u,)vdS =1[(v) (10)

avec a(u,,v) la forme bilinéaire :

) = [ Ciel,) £(v)d0 (11)

et [(v) le travail des efforts extérieurs.

La résolution de ce systtme en (u,,/g) est non linéaire. Néanmoins, puisque I’on cherche a
déterminer une valeur petite de /g, on peut faire une estimation de celui-ci en utilisant un développement
asymptotique de u;, autour de /g = 0. Cette hypothese permet de résoudre le systeme pour parvenir a une
estimation du coefficient optimal :

¥

= Stllo(w) allr 12
Srl\g(zb) -nl|r (12)

Ig
Dans cette derniere équation, o(u,) est la solution du probléeme ou la condition type Dirichlet bruitée
est appliquée directement. La méthode consiste donc a résoudre d’abord le probléme avec condition
Dirichlet pour déterminer le coefficient /g associé, puis a résoudre le probléeme Robin avec ce dernier.

Néanmoins, il n’est pas envisageable de faire ce calcul préalable pour chaque niveau du chargement,
donc a chaque pas de temps. L’idée serait alors de garder /g constant pour toute la simulation et de
Pestimer sur la partie élastique de la réponse, car 1’équation (12) a été obtenue pour un comportement
purement élastique. Cette estimation est alors faite au niveau maximum des contraintes afin d’avoir la
valeur la plus petite possible de Ig.

L’estimation de Iz pour le probléme considéré donne Iz = 3,872 - 10~® mm/N, ce qui permet de
réduire I’impact du bruit sur le champ des contraintes d’un facteur supérieur a 2 dans le régime élastique
et d’un facteur 6 dans le régime plastique par rapport a la solution Dirichlet bruitée (voir figure 6).
Cette estimation permet bien de respecter la condition de Morozov imposée car la norme ||u;, — u||- vaut
approximativement 10~2 mm, ce qui était la valeur imposée pour Y. Pour le visualiser, on peut tracer le
déplacement au bord issu de la simulation avec condition au bord de Robin pour la comparer a la donnée
imposée sur ce bord (voir figure 7) : les deux courbes sont bien proches dans le régime élastique et
relativement plus éloignées dans le régime plastique. Dans ce dernier cas, la condition de Morozov n’est
pas respectée comme on pouvait s’y attendre. En effet /g était déterminé en régime élastique. Cependant,
étant donné que 1’écart entre les moyennes est inférieur a 0.1%, 1’approximation reste acceptable.
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FIGURE 6 — Coefficient d’altération 8 pour une condition au bord de Robin avec [ = 3,872 -1073.
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FIGURE 7 — Solution sur le bord supérieur du probléme avec condition au bord de Robin (en vert) et
donnée bruitée imposée (en rouge). La bande de dispersion en bleu clair illustre le fait que la condition de
Morozov imposée est bien respectée en régime élastique. C’est n’est pas le cas pour le régime plastique
mais la solution reste acceptable du fait du faible écart entre les valeurs moyennes.

4 Discussion

Bien que la reconstruction polynomiale de la condition au bord ait donné un meilleur résultat sur ce
cas particulier ol le signal de départ était une constante appliquée sur un bord rectiligne loin de toute
singularité, elle peut ne pas étre adaptée a des cas plus complexes.

Ainsi si ’on considere 1’essai de traction sur 1’éprouvette du premier Sandia Challenge [6]
schématisée figure 8, il est clair que la partie cachée de I’éprouvette ne sera pas modélisée si on veut
appliquer a la simulation des déplacements issus d’une mesure. Ces déplacements ne peuvent étre
appliqués qu’a une partie de 1’éprouvette dont les bords sont relativement proches de la zone ou il y a
une concentration des déformations (voir maillage figure 8). Par conséquent sur ces bords le déplacement
ne peut pas étre approché par un polynome d’ordre faible (voir figure 9). De plus, il est nécessaire de
piloter la simulation par les déplacements verticaux et horizontaux, ce qui ajoute du bruit au probléme
par rapport a la plaque trouée ou seul le déplacement vertical était imposé.

Les effets du bruit de la condition au bord sont visibles figure 10 ol on apercoit de la plasticité
cumulée artificielle sur le bord pour une entrée non filtrée.



FIGURE 8 — Essai de traction sur une éprouvette complexe. Schéma de I’essai a gauche et maillage utilisé
pour la simulation a droite.
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FIGURE 9 - Profil de déplacement sur le bord supérieur pour éprouvette Sandia. Le déplacement u, ne
peut pas étre approximé par un polyndme d’ordre faible.

La régularisation mécanique par la condition de Robin constitue dans ce cas une solution intéressante
car les deux coefficients de filtrage (un par bord) peuvent étre déterminés facilement et valent [g =
3.456 - 108 pour le bord supérieur et Iz = 3.059 - 1078 pour le bord inférieur. L effet bénéfique de ce
filtrage est visible en figure 10 ou la plasticité artificielle sur les bords est considérablement réduite.

Encore une fois, la condition de Morozov est bien respectée car la norme ||u;, — u|| sur le bord
supérieur est inférieure 4 6- 10~* mm pour une incertitude Y = 10~3 mm. On constate visuellement en
figure 11 que I’écart entre la solution avec condition au bord de Robin et la donnée bruitée imposée est
faible tant dans le régime €lastique que dans le régime plastique sur uy.

5 Conclusion

L’effet nocif d’un bruit de mesure appliqué a un calcul éléments finis a été montré. Les différentes
solutions testées se sont révélées toutes bénéfiques pour mener a bien la simulation pour la plaque trouée.
A noter que la reconstruction de la condition au bord par un polynéme a montré les valeurs les plus faibles
du coefficient d’altération. Néanmoins, ce cas était trés favorable a une reconstruction polynomiale car
le signal de départ non bruité était lui-m&me un polynéme d’ordre faible, ici une constante. Dans le
cas plus général, par exemple lorsque I’on n’a pas de connaissances a priori sur la forme des champs
cinématiques, la régularisation mécanique par une condition au bord de Robin pourrait étre une solution
plus robuste. Une autre piste intéressante a étudier serait le moindre carré mobile [3].
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FIGURE 10 — Plasticité cumulée sur une portion d’éprouvette complexe pour des conditions au bord non
filtrées a gauche et conditions au bord filtrées par la condition de Robin a droite. On peut noter que le
bruit de mesure non filtré amene a des valeurs artificielles pres du bord ; cet effet est largement atténué
par le filtrage.
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FIGURE 11 — Solution sur le bord supérieur du probléme avec condition au bord de Robin (en bleu) et
donnée bruitée imposée (en rouge). La bande de dispersion en bleu clair illustre le fait que la condition
de Morozov imposée est bien respectée en régime €lastique et plastique.
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